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1. INTRODUCTION.

Nous voulons dans cet exposé volontairement trés simple présenter 'ensem-
ble des méthodes d’analyse multidimensionnelle; il n’existe malheureusement pas
une fagon unique de les présenter, fagon qui satisferait 4 la fois les théoriciens
et ceux qui souhaitent simplement appliquer 2 leur domaine de travail un .en-
semble de techniques dont ils ressentent plus ou moins confusément qu’elles
pourraient leur étre d’un grand secours. Les voies les plus axiomatiques con-
sisteraient, 4 partir de quelques principes admis par tous, 2 construire un bel
édifice ou chacun selon ses besoins trouverait le «logement» de ses réves.
Malheureusement I’esprit humain est si casanier qu’ayant enfin trouvé sa taniére
il n’en veut plus sortir! Nous ne voudrions pas qu’ayant enfin une méthode
trés satisfaisante il s’y enferme; il serait sans nul doute bien prétentieux d’affirmer
qu’elle s’adaptera 4 tous ses problémes. Pour cette raison, nous allons partir
de deux exemples concrets qui nous ont été donnés par des biologistes, pour
essayer de batir notre présentation générale. Naturellement les « vrais » stati-
sticiens, c’est-i-dire ceux formés 4 ’école de l1a théorie de Pestimation et de celle
des tests, ceux pour qui la préparation d’un plan d’expérience est essentielle,
vont opposer un certain nombre d’objections. La principale sera sans doute
quun expérimentateur construit une expérience et collecte des données pour
vérifier une hypothese, et qu’il ne peut pas avec les mémes données répondre
a plusieurs questions. Dans un « état idéal » cette attitude pure et dure est sans
nul doute concevable; la réalité physique est souvent fort éloignée, et I'on essaie
presque toujours de retirer le maximum d’information d’une expérience toujours
limitée par la dure réalité: I’échantillon 2 partir duquel on travaille est « petit »
parce qu'on ne peut pas faite autant de mesures qu’on le souhaite, le temps
entre en jeu quand il s’agit d’étudier un animal et on ne peut guere accélérer
sa croissance pour avoir davantage de mesures.

A Topposé certains nous diront: « amassez le plus d’observations possible,
ne faites aucune hypothese, puis a I'aide d’une technique quasiparfaite décou-
vrez dans le magma informe de vos chiffres une structure. Cette structure vous
permettra de mettre en évidence des facteurs jusque ld inconnus, et & partir
d’eux de découvrir des lois ». Clest sans doute faire fi de la connaissance a priori
que nous avons; et méme si cette connaissance doit étre améliorée il n’est peut
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TaBLEAU 1. - Matrice des donnbes de base (a), ¢. texte; et premidres statistigues élé-
mentaires (b).

Xl Xﬂ XS X‘ ‘Xﬁ XG
(@ 395 224 35.1 79.1 6.0 14.9 14 1
410 232 319 73.4 9.7 16.4 18 2
405 233 30.7 76.5 7.0 16.5 1C 3
405 240 30.4 753 8,7 16.0 1D 4
390 217 31.9 76.5 7.8 15.7 1E 5
415 243 321 77.4 71 15.5 1F 6
390 229 321 78.4 4.6 17.0 1G 7
405 240 311 76.5 8.2 15.3 1H 8
420 234 32.4 76.0 7.2 16.8 17 9
390 223 33.8 77.0 6.2 16.8 1y 10
415 247 30.7 75.5 8.4 16.1 1K 11
400 234 31.7 77.6 6.7 18.7 1L 12
400 224 28.2 735 11.0 15.5 2M 13
395 229 29.4 74.5 9.3 16.1 2N 14
395 219 29.7 72.8 8.7 18.5 20 15
395 224 28.6 73.7 8.7 17.3 2P 16
400 223 28.5 73.1 91 17.7 20 17
400 224 27.8 73.2 12,2 14.5 2R 18
400 221 26.5 72.5 13.2 14.5 25 19
410 233 25.9 72.3 111 16.6 27 20
402 234 2741 72.1 10.4 17.5 2U 21
400 223 26.8 70.3 13.5 16.2 2V 22
400 213 25.8 70.4 121 17.5 it 4 23
Variable ~ Minimum  Maximum  Moyeone  E-type  C-varia  Deary  Rac(B1)
(%) 1 390.000 420,000 401.609 8.173 2.035 0.789 0.549
2 213.000 247.000 228.826 8.658 3.784 0.843 0.297
3 25.800 35.100 29.922 2.571 8.593 0.859 0.024
4 70.300 79.100 74.670 2.479 3.319 0.877 0.013
5 4.600 13.500 3.952 2.424 27,080 0.810 0.239
6 14.500 18.700 16.422 1.131 6.887 0.807 0.200
1 2 3 4 5 6
1 1000
2 691 1000 matrice des coefficients de cor-
3 =133 283 1000 telation % 1000
4 — 58 390 895 1000
5 101 —328 —861 —908 1000
6 -110 —100 — 63 —128 —263 1000
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étre pas inutile d’en tenir compte, quitte, si observation nous contredit et la
met en défaut, 4 la modifier pour fournir un nouvel a priori qu’une expérimen-
tation future nous contraindra peut-étre 4 cotriger. Mais quelquefois expéri-
mentateur est beaucoup plus ambitieux; il veut par exemple a partir de résul-
tats actuels prédire un futur qu’il ne connait pas encore; il veut aussi affirmer,
en prenant un minimum de risques, que cet échantillon qu’il ne connait pas
appartient 2 une des populations qu’il connait déjd ou bien qu’il est contraint
pat la réalité expérimentale de créer une population nouvelle. Dans ce cas la
connaissance théorique actuelle que nous avons, imposera de faire quelques
hypothéses supplémentaires; si elles sont vérifiées, nous pourrons affirmer
avec plus de certitude que cet échantillon nouvean n’était en réalité qu’un élé-
ment d’un ensemble déja connu.

Sans vouloir & tout prix concilier deux écoles, celle des statisticiens et celle
des analystes de données, il nous semble qu’il y a suffisamment de richesse dans
chacune d’elle pour utiliser leur fagon de penser 4 bon escient. Enfin il serait
absurde de vouloir ignorer que toutes ces techniques, connues depuis le début
du siécle pour certaines, et depuis plus de vingt ans pour la totalité, ne sont
sotties de I’anonymat mathématique que grice 4 ce que nous poutrrions appeler
la démocratisation de emploi des ordinateurs. Ces outils ne sont pas indispen-
sables au niveau conceptuel, mais sans eux aucun calcul ne serait raisonnable-
ment faisable. De plus ’aspect algorithmique qu’il 4 été nécessaire de développer
pour « programmer » ces méthodes, c’est-i-dire pour que les ordinateurs puis-
sent résoudre automatiquement nos problémes, a permis de rapprocher des
méthodes qui n’avaient pour les seuls théoriciens aucun lien fondamental.
Ce rapprochement est aussi une source non négligeable pour faciliter la com-
préhension de résultats, pour fournir un guide dans des interprétations qui ne
sont jamais trés simples. De fagon plus matérielle de rapprochement purement
numérique, peut permettre d’utiliser un nombre limité de programmes pour
ordinateur, 4 condition de savoir les utiliser de facon convenable.

2. PREMIER EXEMPLE: MENSURATION DE BOVINS.

2.1. LEs DONNEES ET LES QUESTIONS QU’ON PEUT SE POSER A LEUR SUJET.
2.1.1.

Cet exemple est de faible dimension, il nous permettra de mieux faire le
passage entre les données brutes et les différentes analyses que nous leur ferons
subir. Il s’agit d’un lot de 23 bovins élevés 4 Cuba, donc dans un pays tropical,
sur lesquels six types de mesures ont été faits. Ce tableau que nous présenterons
sous la forme donnée 4 la fig. 1 est-ce que nous appellerons la matrice des données
de base, nous la noterons X ; un élément de cette matrice x;; représente la valeur
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Figure 1. — Graphe de la matrice des coefficients de corrélation. s coefficient > 0 et significatif
a 1% (.526); - ———: coefficient < 0 et significatif a 19, (—.526).

de la variable 7 pour le bovin correspondant 4 la ligne 7 de notre tableau ; ainsi xy,
représente la valeur de la quatriéme variable pour le troisitme bovin. Jusqu’ici
Pordre des bovins et celui des variables est une simple affaire de convention
4 partir du moment ol nous aurons fixé 'un et l'autre il deviendra naturelle-
ment capital pour Pinterprétation.

2.1.2, Les variables.

Les six variables que nous noterons X;, X,, X;, X,, X; et X, ou plus
bri¢vement X, 'indice i pouvant prendre les valeurs allant de 1 2 6 ont la signi-
fication suivante: '

: Poids vif,

: Poids de la carcasse,

: Poids de la viande de premitre qualité,
: Poids de la viande totale,

: Poids du gras,

DX )X

: Poids des os.

2.1.3. Les observations.

Elles sont au nombre de 23; chaque observation est parfaitement définie 4
Paide des six valeurs des variables X;. La connaissance que nous aurons d’un
bovin dans cette expérience ne sera faite qu’au travers de ce vecteur observation
et de rien d’autre. Natutellement nous voulons avoir davantage d’information

5
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sur la fagon dont ont été collectées ces observations; nous savons qu’elles pro-
viennent toutes de troupeaux soigneusement comntrolés que ce ne sont ni des
bovins particuliérement rachitiques ni des bovins particuliérement sélectionnés,
ils donnent donc une image relativement représentative de leur espéce. Néan-
moins ils appartiennent 4 deux races parfaitement bien déterminées:

— P'une est la race charolaise importée au début du siécle dans la perle des
Antilles, les descendants sur lesquels les mesures ont été faites sont parfaitement
acclimatés,

— lautre est la race gébus autochtone donc parfaitement adaptée aux con-
ditions locales.

Pour des raisons de pure commodité de présentation nous avons placé les
12 charolais en téte et les 11 zébus a la suite.

2.1.4. Les questions possibles.

Aucune variable ne joue ici un réle particulier, ou tout au moins I'expéri-
mentateur les place sur le méme plan. Par contre nous pouvons tenir compte
ou ne pas tenit compte du fait que nous savons a priori qu’il existe deux races.
Nous allons voir que selon que nous prenons en compte ou non Pexistence de
ces deux races, les techniques sont différentes, elles fournissent en partie des
renseignements du méme ordre mais peuvent aussi se compléter.

Dans les deux cas nous souhaitons étudier la pariabilité de notre échantillon
de 23 bovins en utilisant au mieux les mensurations qui ont été faites. En parti-
culier nous pensons qu’il y a siirement une certaine redondance entre les vatia-
bles : sans mesurer le méme facteur, il est certain qu’il doit exister une corrélation
entre le poids de la carcasse (X,) et celui de la viande totale (X,). Il est donc
logique de se demander si un indice-anigue ne peut synthétiser la variabilité totale,
et la résumer 2 Jui seul.

2.2. LES PREMIERS ELEMENTS SYNTHETIQUES.

Avant de rechercher cet indice hypothétique, il est naturel d’étudier les
vatiables, de voir les liens qu’elles peuvent avoir entre elles c’est ce qui est
donné au tableau 2. Pour X, nous voyons, dans la premiére partie du tableau 2,
que si la valeur moyenne est 401,6 le poids vif le plus faible est 390,0 et le plus
grand 420,0 avec un écart-type de 8,17, donc un coefficient de varjation de 2.04%.
De plus les coefficients de Geary (0.789) et le coefficient v/5, de PEARsoN (0.549)
permettent de vérifier si la distribution est plus ou moins normale (*).

(*) Nous employons ici les termes indépendance et non corrélation dans le méme sens puisque le
premier est plus restrictif: dans notte contexte il revient a supposcr que les distributions sous jacentes
sont gaussiennes.
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TABLEAU 2. - Composantes principales « bovins ».

Vecteur i 1 2 3 4 5 6

propre
A 2.9544 1.6566 1.0455 0.24865 0.08390 0.01090
100* 4,/6 49.24 27.61 17.43 4.14 1.40 18
Somme cumulée 49.24 76.85 94.28 98.42 99.82 100.00
X, .05 72 20 —.59 .30 .00
Xy .30 .60 17 .63 —.35 .00
Xg .54 —.12 —.13 —.47 —.67 .07
X .56 ~.08 —.17 a3 .48 .63
X5 —.55 19 —.19 —.05 —.33 T2
Xg .00 —.26 92 —.04 —.08 .28

Si I’on pousse encote plus loin I'investigation, en étudiant les liaisons entre
les 6 variables, nous voyons que I’examen de la matrice des coefficients de cor-
rélation (deuxi¢me partie du tableau 2) est déja tres instructif, puisque si on
élimine les liaisons que la référence au seuil de signification sous hypothese
normale nous permet de faire, on peut tracer le graphe de la figure 1 et voir
déjd apparaitre trois groupes de variables sans lien trés important entre eux
bien que le poids de carcasse ne soit pas totalement indépendant (*) de la
viande de premiére qualité (0.283) de la viande totale (0.390) et du gras (— 0.328).
11 peut étre interessant d’utiliser un moyen plus objectif d’analyser ces données
et de s’en servir pour effectuer une classification ou une ordination des obser-
vations 4 l’aide de variables plus synthétiques.

2.3. PREMIERE ANALYSE: ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES.
2.3.1. Lidée de départ est trés simple.

Si au lieu des six variables de départ qui décrivent nos observations nous
n’en avions qu’une seule que nous noterons Y; nous pourrions décrire nos
observations a I’aide d’un seul indice, c’est-d-dire caractériser un bovin par #»
nombre au lieu de six. Cet indice doit correspondre a une fonction des variables
de départ X, (i = 1, 6) et 4 un certain nombre de parametres 4, ..
notons

1 V\=/ X a

> 4 - Sinous

ou X est le vecteur dont les 6 composantes sont les X; (i = 1, 6) et @, le vecteur

*) Les valeurs pour Geary sont 0.730 — 0.877, et |\/b_1| 711 d’aprés les tables de Biometrika
(p. 207), donc ici rien fie s’oppose a admettre la normalité des six distributions univariates.
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dont les 6 composantes sont les 2; (i =1, ..., 6). Des considérations pratiques
— déterminer une fonction f simple qui fasse passer des X, 4 Y; et employer
une fonction qui soit manipulable avec nos outils mathématiques — font que
le choix de la transformation (c’est-a-dite de la fonction f) est limité & la fransfor-
maltion linéaire suivante:

i=g
(2) Yi=a,Xi+aX,+ ... +a,X,=3a,X,.

i=1

Une fois connue la forme analytique de la transformation, nous nous trouvons
devant un probléme d’éstimation: comment choisir les 2,2 Pour cela il faut donner
une condition qui nous parait raisonnable pour Y;; la plus simple consiste 2
dire que nous voulons que, parmi toutes les combinaisons linéaires de X, Y}
soit celle qui ait la plus grande variance. Le probleme est alors trés bien posé
de fagon mathématique, il admet une solution: c’est le premier vectesr propre
de la matrice des covariances des variables X;. Pour des raisons que nous
developperons plus tard on préfére utiliser la matrice des coefficients de corréla-
tion des X, (ce qui revient 4 travailler sur des variables X, qui ont la méme
échelle).

TABLEAU 3. - Cogfficients de corrélation entre variables de départ et composantes prin-

cipales.

Composante / N Sz Js Ja s Js
%) .09 .92 21 — .30 .09 0
0, .52 77 37 32 — .10 0
5 .93 — .15 — .13 — .24 —.19 .01
x. .96 — 11 - 17 .06 14 .07
xs — .94 25 —.20 — .02 —.09 .08
Xg .00 — .34 .94 — .02 —.02 .03

Le calcul du premier vecteur propre nous est donné au tableau 3, nous
voyons que y; peut s’écrire en fonction des x, (c’est-a-dire des variables divisées
par leur ecart type: x; = X/8.173, x, 5= X,/8.658, ..., x; = X,/1.131)

3 91 = 0.05x; + 0.30x, + 0.54x5 + 0.56x, — 0.55x; + 0.00x,

on voit que les coefficients 4, sont assez différents, les uns importants (¢5 = 0.54,
a, = 0.56, 2, = — 0.55), les autres trés faibles (4, = 0.05, 44 = 0.00) et le dernier
prend une valeur intermédiaire (2, = 0.30); comme les variables x; ont la méme
échelle, nous pouvons admettre qu’ils pondérent les variables de départ de
fagon différente: la viande de premitre qualité, la viande totale et le gras parti-
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cipent pour la plus grande part 4 y,, alors que le poids vif et le poids des os n’intet-
viennent pratiquement pas, et que la carcasse, sans étre négligeable, n’y a pas
une grande importance. Nous avons donc notre indice, c’est la premiére compo-
sante principale. 1l faut naturellement avoir le moyen de juger de son importance
c’est ce qui nous est donné par la valeur propre associée i cette composante;
ici 4, = 2.9544. On démontre que A, est la variance de y,

) A, = variance ( y;)

comme chaque variable x; a par définition une variance égale 4 1, nous avons
4 laide de la seule composante y, une variable de variance maximum parmi
toutes les combinaisons linéaires des x;,.

De plus nous savons que cette variance ne peut pas étre supérieure au nombre
total de variables, ici 6, il est commode de ’exprimer en pourcentage de ce
maximum, c’est-d-dire 49.249%,. Nous dirons que y; traduit presque la moitié
de la variabilité totale de ’ensemble des six variables.

2.3.2. Interprétation de la premiére composante.

A cc stade nous pouvons interpréter les composantes en comparant les
valeurs respectives des poids. Plus précisément, nous avions besoin pour détet-
miner de fagon unique les coefficients #; de nous imposer la condition supplé-
mentaire de normalisation

i=8

(5 ad+tai+ .. tai=Ya=1
i

cette condition nous permet de dire que les poids interviennent par leur carré,
donc que x,, x,, x; avec des coefficients sensiblement égaux sont pratiquement
quatre fois plus importants que x,((0.55/0.30)2 ~ 4) ce sont donc ces variables
qui doivent servir 4 interpréter y,.

De fagon plus précise si un bovin a des mesutes x; et x, élevées (poids de
viande élevé) et x; (gras) faible il aura une valeur y, grande; par contre avec des
valeurs inversées il aura une valeur y, faible. On peut donc affirmer que Pindice y,
oppose les bovins avec un poids de viande élevé et un poids de gras faible 2
ceux qui ont moins de viande et plus de gras.

Statistiquement, on peut aller plus loin encore, si chaque z; est multiplié
par v/4, = v/2.9544 on obtient les coefficients du tableau 4 qui représentent
les coefficients de cortélation entre y, et les six variables x;, oi nous voyons bien
que x,, x, €t x, sont tres correlées avec y, et les autres x,;, x; pratiquement
pas et x, moyennement.
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TABLEAU 4. - Ualeurs numériques des 6 composantes principales pour les 23 bovins.

Composante 1 2 3 4 5 6

principale

Observation
CA 2.55 —1.19 —1.83 ~ .49 — .02 .03
CB 12 97 18 — .82 — .68 —.05
CcC 1.19 32 22 .05 37 — .07
CD A 1.10 — .09 .53 —.27 —.01
CE .61 —1.92 —1.24 — .25 .10 .01
CF 2.07 2.03 — .29 — 13 .19 —.02
CG 2.22 —1.7 .16 n .20 —.13
CH 1.24 1.15 — .74 .50 —.10 .00
CI 1.51 1.59 49 —1.33 .29 —.02
CJ 1.69 ~1.99 — .24 — .14 —.39 —.02
CK 1.19 2.40 37 .28 —.19 —.02
CL 1.94 - .75 1.88 31 13 .40
ZM —1.27 .02 — .88 .01 .14 .03
ZN — .26 — .44 - 41 .59 —.17 —.03
Z0 — .80 —1.69 1.50 — .36 —.25 — .04
VAY — .65 —1.04 .01 .30 .08 — .14
zQ — .90 - .71 1.06 — 17 13 — .08
ZR —1.69 .35 —1.66 .08 .08 .08
VA —2.50 .34 —1.75 .04 .24 —.09
ZT —1.67 1.42 .64 .27 41 — .04
ZU —1.32 48 1.19 .68 —.23 .04
v —2.89 16 —..25 — .04 — .47 —.09
YA —3.10 — .90 79 — .60 .32 .00

2.3.3.  Reécherche d’autres composantes.

Nous avons bien sir 509, de la variabilité exprimée par y,, mais il reste
encore 509, que nous n’avons pas encore maitrisé aussi est-il logique de partir
4 la recherche d’une deuxi¢me composante y, qui ait des propriétés analogues
4 ;. Nous pouvons effectuer les mémes calculs mais il nous faut imposer une
condition supplémentaire, (sinon nous retrouverions encore_y, ), cette condition
de bon sens consiste & chercher y, non correlée avec y, ; nous obtenons le deuxiéme
vecteur propre:

(6) Jp = 0.72; + 0.60x, — 0.12x, — 0.08x, + 0.19, — 0.265,

avec une variance 3; = 1.6566 elle traduit 27.619%, de la variabilité. Nous l’intet-
prétons naturellement en fonction du poids vif et de celui de la carcasse.
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2.3.4. L’Ordination des observations.

71

Pour Iinstant nous ne nous sommes interessés qu’aux variables; nous allons
revenir aux observations en nous servant des résultats précédents. Pour un

bovin donné, c’est-a-dire pour six valeurs mesurées X, X,, ..

., X, — donc pour

six valeuts réduites xy, x,, ..., x, — Dous pouvons calculer la valeur numérique
des deux premidres composantes y, et y, par les équations (3) et (6), et méme
de toutes 4 l’aide des coefficients du tableau 4. Ces valeurs sont données au
tableau 5. Nous voyons pour la premiére composante que les douze premidreres

TABLEAU 5. - Apnalyse discriminante enire charolais et 3ébu.

Variable P, P, Ecart-type Test
charolais 2ébu intra-race univarsate F(1, 21)
1 403.3 399.7 8.1 1.12
2 233.0 224.3 7.6 7.87
2 32.0 27.7 1.3 59.51
4 76.6 72.6 1.4 47.1S
5 7.2 10.8 1.6 29.54
6 16.3 16.5 1.2 24

MATRICE DES COEPFICIENTS DE CORRELATION INTRA-RACE

1 1.000
2 689 1.000

§_ 3 —.458 —.364 1.000
4 — 454 —.079 634
5 435 117 —.621
6 \—.089 —.053 055

1.000 ‘
—.763 1.000
—.072 —.539 1.000

ETubE DE L4 $TRUCTURE XNTBANE DE § (COMPOSANTES PRINCIPALES)

A 2.943 1.311 1.112 432 176 .025
2%, 49.05 21.85 18.53 7.37 2.93 37
1 .45 .40 17 .50 — .60 .01
2 .30 .62 37 —.18 .60 .01
3 —.48 —~.02 22 77 .35 .09
4 — .46 17 49 —~.32 -~ .36 .54
5 .50 —.43 .04 A1 .20 72
6 —.16 49 —.74 .06 .05 43
Foncrion prscriMovanTe D} (charolsis, zébu) = 18.69
Camposantes 458 — 444 — 586 — 459 —.029 — 191
principales des ' :
variables réduites — .437 . —.308 —.919 —.850 —.679 — .387
dedipart  non réduites —.0105 —.0077 — 1309 —.1105 —.0740 —.0584
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observations (les charolais) ont une valeur toujours positive, et les onze det-
ni¢res ont une valeur toujours négative. Nous avons réalisé une ordination des
observations 4 I’aide de cette premiére composante; grice 4 elle nous avons
séparé les charolais des zébus, et nous savons pourquoi: les premiers ont un
poids de viande plus élevé et les seconds beaucoup plus de gras.

Naturellement une représentation graphique va étre d’un grand secours pour
mieux voir o se situent les différentes observations, pour mieux analyser leurs
positions respectives; c’est ce qui est fait 4 la figure 1. Les charolais sont 2
droite les zébus 4 gauche; malis une fois ce facteur isolé on peut trouver des
zébus et des charolais qui ont la méme valeur pour la deuxiéme composante
pat exemple CC (.32) et ZS (.34).

ci

CA )

cG-

of \& cs

Figure 2. — Projection des 23 bovins dans le plan des 2 premitres composantes principales.

Notons au passage que ’étendue de la premiere composante (la différence
entre la plus grande valeur de y, 2.55 pour CA et la plus faible — 3.10 pour ZW)
est 5.65, et les cing suivantes sont 4.39, 3.71, 2.04, 1.10, et 0.54; donc un tésultat
concordant avec la nature des composantes; ce résultat n’est pas général dans
la mesure ol une observation particuliere peut inttoduire une distorsion.
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2.4. NOTION DE DISTANCE ET CLASSIFICATION.

2.4.1. Caleul des distances & partir des données de base.

Cette simple ordination nous permet de dire que certains bovins sont plus
voisins que d’autres ainsi CB et CD sont trés proches, mais ZV et ZS le sont
aussi; mais notre graphique est un plan et nous ne pouvons pas affirmer que
deux points voisins dans le plan formé par y, et y, le sont aussi dans Pespace.
I nous faut donc une quantité supplémentaire; nous allons la définir en prenant
tout simplement comme distance entre deux points £ et /:

% d3(k, 1) =z (s — )

c’est-a-dire en appliquant le théoréme de Pythagore. De fagon plus synthé-
tique si nous appelons x la matrice, 4 # lignes et p colonnes, formée a partir des
éléments de la matrice des données de base X, par centrage et réduction (c’est-a-
~dire en prenant I’écart 2 la moyenne générale de chaque vatiable X, et en divi-
sant par I’écart type de cette variable s,)

®) ¢ = (xi,. — X_f‘—)—()

5

on voit que la matrice des distances entre toutes les observations prises deux
a deux se déduit facilement de la matrice § définie par:

9 & = x x’l

(nam) (nap) (pn)

(ot &’ est la matrice transposée de x).

(10) o by =04+ 0,20y

2.4.2. Utilisation des distances pour une classification.

L’utilisation des distances permet donc de corriger ce qu’une vue plane
efface; ainsi en reprenant les deux couples d’éléments déja vus plus haut:

d2(CB, CD) = 0.19
d2(ZN, ZS) = 1.29 .

Mais cette simple correction peut étre encore mieux utilisée; la matrice des
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Figure 3. — Matrice des distances entre les 23 bovins (distance cartésienne et variables centrées réduites) X 100.
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distances peut servir 4 réaliser une classification, c’est-d-dite a former des classes.
Sans entrer dans les détails de la théorie de la classification automatique, ou
taxinomie numérigue, on peut d’un point de vue algorithmique envisager quatre
étapes:

a) comment créer les premiers groupes? Par exemple en prenant les deux
observations les plus voisines, ici CD et CB qui formeront les premiers groupes
élémentaires;

b) comment fusionner des ¢éléments nouveaux a des groupes déja créés?
Ainsi CH 4 la distance 0.49 de CD sera fusionné avec le premier groupe déja
créé, alors que ZS et ZR formeront un groupe a part;

¢) comment interdire une nouvelle fusion? Si on impose, pour créer un
groupe, qu'une observation quelconque soit 4 une distance inférieure a 1.0
de toute observation d’un groupe déja créé. Le groupe — ou la classe — formé
par CC, CH, CB, CD, CF, CI, CK sera considéré comme un tout homogene;

d) comment échanger des élements entre groupes? Cette dernitre étape
constitue un excellent moyen de vérifier la stabilité des groupes déja établis.

Le résultat est généralement condensé dans un dendrogramme, ou arbre de
classification. Cet arbre, coupé 4 un niveau donné permet de voir que tout ce
qui est « au dessus » de la coupure, appartient 4 une méme classe.

Naturellement les méthodes de classification ne sont pas aussi simples que
la descriptioni rapide que nons venons de donner peut le laisser croire.

En particulier, il existe un certain nombre de probléemes que nous avons
laiss¢ de coté: '

— comment le choix de Ja distance — sa nature analytique ici définie par
une distance cartésienne — peut influencer le résultat? Une réponse possible
consiste 4 remplacer les distances par des relations d’ordre sur les distances. On
peut penser que ces relations d’ordre seront respectées quelle-que soit la forme
analytique donnée 4 la distance;

— comment le crittte du choix de la fusion peut avoir une influence sur la
classification? Va-t-on regrouper un élément nouveau en fonction de sa distance
au point le plus voisin, au point le plus éloigné ou a un point « virtuel » qui serait
le barycentre des points déja regroupés® On voit donc qu’avec tous ces a priori,
les techniques de classification ne donnent pas des criteres absolument objectifs
pour classer des observations. Néanmoins elles peuvent fournir une aide qui
n’est pas négligeable dans une étude comme celle que nous avons vue; il fau-
drait toutefois se garder de ’employer seule sans se réserver des moyens de la
contrdler. Pourtant elle peut se révéler un outil parfaitement adapté quand les
données de base sont fournies directement 4 partir de distances, ou d’sndices
de ressemblance.
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Dans Pexemple de notre étude on voit trés bien se dessiner trois groupes
si on coupe le dendrogramme aux environs de 1.36:

a) 'un formé par 10 zébus (tous sauf ZW);
b) Pautre formé par les 7 charolais CK; CI, CF; CD; CB, CH, CC;
¢) le troisitme par les 3 charolais CE, CG, CJ.

Restent trois éléments CA, ZW, et CL, pour lesquels un examen plus détaillé
doit étre fait avec an éventuel retosr auxc données de base:

1) ZW se situe nettement 4 gauche -dans le premier plan de I’analyse en
composantes principales; c’est ce que nous pourrions baptiser un « superzébu ».
Sa place dans le dendrogramme, sous un groupe de’ charolais, n’a aucun sens
particulier vis 4 vis de ce groupe, il est simplement rattaché au groupe formé
par la réunion de # et 4. Nous voyons apparaitre sur cet exemple ce qui est
appelé un effet de chainage: la technique de regroupement utilisée (ici ultramé-
trique inférieure minima) entraine une transitivité néfaste.

2) CA se rattache sans nul doute au gfoupe ¢) bien que sa composante y,
soit faible, parce que le poids d’os est faible, en effet sa valeur dans les données
de base est X ;(CA) = 14.9.

3) CL était intermédiaire entre les deux groupes de charolais assez voisin
du groupe ¢), mais la valeur élevée de y, ne permet pas de I'intégrer dans ce
groupe. C’est au fond un charolais proche de CA dont il est le plus voisin, il
en differe uniquement par un poids d’os trés élévé. (X (CL) = 18.7).

2.4.3. Analyse factorielle d’une mairice de distance.

Nous avons vu q’une matrice des données de base apres un certain nombre
de transformations élémentaires — centrage, réduction — pouvait étre analysée
de fagon trés simple par une analyse en composantes principales. Clest-a-dire
que les variables servaient 4 définir des facteurs sous-jacents, qui, interprétés
en fonction des variables de départ, permettaient de réaliser une ordination des
observations et de connaitre les clés de cette otrdination.

Cette méme matrice permettait aussi de définit des ressemblances entre
obsetvations, 4 ’aide d’une mesure de distance, et de réaliser avec clle une clas-
sification.

Nous avons dit que des observations pouvaient étre faites directement
sur des distances ou sur des ressemblances, on peut directement faire une classi-
fication, mais on peut aussi analyser cette matrice par une analyse des proximités;
cette analyse consiste tout simplement 2 faire une recherche des valeurs propres
et des vecteurs propres de la matrice des 4;; définie en (10), c’est-a-dire une ana-
lyse factorielle sur une matrice de distances au lieu de la faire sur une matrice
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de coefficients de corrélation. Le principe consiste 4 projeter le solide géométrique
défini par les points des observations définis par les 4,; dans un espace 2 n — 1
dimensions, en essayant d’obtenir une déformation aussi réduite que possible
du solide initial. Nous ne présenterons pas des résultats numériques ici; mais
on peut résumer ’ensemble des techniques d’analyse de matrices non structurées
comme indiqué sur la figure 5.

2.5. LE ROLE SYMETRIQUE DES OBSERVATIONS ET DES VARIABLES: LA DUALITE.

Nous voyons bien grice 4 la figure 5 qu’on peut suivre plusieurs chemins
pour atriver 4 une réalité diffuse: ’analyse de données obtenues par 'expérience
ou simplement par observation. Mais de plus, on voit poindte une notion
fondamentale la dwalité: par une analyse en composantes principales, grice a
des variables on arrive A faire une ordination des observations. Mals naturel-
lement les variables, et leur regroupement qui apparait dans les composantes
principales, peuvent étre caractérisées par les observations les plus typiques.
On devine donc 4 travers cette remarque que le role entre observations et varia-
bles est symétrique; mathématiquement, on peut simplement dire que la diago-
nalisation de la matrice &'x fournit le méme résultat que celle de xx' A 7 — p
valeurs propres nulles preés (si 7 p).

Cette dualité qui permet d’enterpréter des variables en fonction d’observa-
tions, ou des observations a I’aide de variables pour lesquelles elle présentent
des valeurs particulieres n’est pas traduite par une parfaite symétrie des analyses.
Ceci tient a la nature de la métrique choisie, ici métrique cartésienne et corréla-
tivement celle de la covariance.

2.6. RETOUR A UNE SYMETRIE PARFAITE: L’ANALYSE FACTORIELLE DES CORRE-
SPONDANCES,

Cette symétrie peut étre retrouvée en grande partie par un choix convenable
de la métrique, il suffit au lieu de travailler sur les variables de départ d’utiliser
leurs valeurs relatives. C’est ce que permet de faire 1’analyse factorielle -des
correspondances primitivement utilisée pour I'analyse des tableaux de contin-
gence, c’est-d-dire des tableaux de dénombrement #;; représentant le nombre
d’observation correspondant au niveau 7 d’un premier facteur et au niveau ; d’un
second facteur (le premier facteur pouvant représenter la couleur des yeux, ses
niveaux étant: bleu, vert, marron et noir, et le second celle des cheveux).

Ces tableaux peuvent se ramener simplement 4 des tableaux de pourcentage
en divisant #,; par le nombre total d’observations #..(n.. = 3 n,;) ’analyse des
correspondances puisse mieux se justifier théoriquement on peut dire que dans
un premier temps on 'a appliquée 4 des tableaux de données qui étaient des ré-
sultats de mesures sans se préoccuper beaucoup de la justifier. dans-cette situa-
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tion. Si toutes les observations ont la méme unité on voit qu’elle va permettre
d’étudier de fagon patfaite les « profils de variables » pour une observation ou les
« profils d’observations » pour une variable. Ce profil sous entend donc que les
valeuts relatives des variables vont étre mises en évidence plus que les valeurs
absolues. C’est pour cette raison qu’on peut ’appliquer de fagon tres fructueuse
dans des études de morphologie; 'analyse en correspondance fera beaucoup mieux
disparaitre un facteur taille; en eflet, lorsque celui-ci est présent et important il
apparait presque toujours comme premiéte composante principale sans intérét.

Techniquement, on introduit une métrique différente; celle i laquelle les
statisticiens sont habitués dans I’analyse des tables de contingence; /Jz métrigue
du y%; Cest en fait elle qui permet de respecter la symétrie variable-observation
et permet sous certaine réserve-une représentation simultanée des deux ensembles,
comme on peut le voir sur la figure 6. Le gras s’oppose 2 la viande de premitre
qualité pour le premier facteur mis en évidence, alors que le second oppose os
a carcasse. Le premier facteur permet toujours de séparer charolais des zébus
mais avec un certain recouvrement quatre zébus sont 4 gauche du charolais CB;
mais surtout on voit disparaitre le poids vif comme caractére marquant dans
la mesure ou il révélait un facteur de taille qui est ici éliminé.

2.7. PREMIERES CONCLUSIONS: ANALYSES FACTORIELLES OU CLASSIFICATION?

Les analyses en composantes principales ou en correspondance sont généra-
lement regroupées sous la vocable d’analyse factorielle. 1l existe un autre type
d’analyse factorielle plus ambitieuse et relevant davantage d’un modéle qui
n’existe pas ici, il est beaucoup plus complexe, et pour cette raison nous ne ’abor-
derons pas.

Les analyses factorielles permettent donc de faire surgir d’'un tableau com-
plexe un certain nombre de facteurs dont on peut espérer qu’il sont significatifs.
Naturellement la technique mathématique ne fait que révéler des axes de varia-
bilité maximum, elle ne garantit pas qu’ils sont facilement interprétables; elle
fournit seulement un moyen objectif de dégager une structure d’une masse
a priori informe. Clest un excellent outil de réduction de données; mais elle ne prend
pas de décision; elle ne permet pas de dire qu’une observation est un charolais
ou est un zébu, elle n’établit pas de frontieres strictes. La classification établit,
elle, des coupures franches; mais nous avons vu que ces coupures réalisées 4
partit de rgles algorithmiques sont fondées sur des régles quelquefois bien
arbitraires: la nature se préte rarement 2 un cloisonnement.

Alors, que conseiller 4 celui qui doit analyser un tableau de données? Les
analyses factorielles ont I’avantage de ne rien imposer et par la doivent étre
conseillées; si toutefois des décisions doivent étre prises des classes faites, la
classification employée avec grande prudence n’est pas 4 rejeter. Mais surtout
C’est par un retour aux soutces, cest-d-dire aux données observées qu’on évi-
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tera tout risque important d’erreur; au deld, un emploi judicieux de chaque
technique permet d’éclairer sous un jour différent des données ce qui n’étaient
qu’une série de techaniques d’interprétation peut devenir un art.

3. PREMIER EXEMPLE: MENSURATIONS DE BOVINS:
STRUCTURATION A PRIORI.

3.1. L’ANALYSE DISCRIMINANTE A DEUX POPULATIONS.

3.1

Les différents types d’analyse factorielle précédents nous ont offert deja de
trés bons moyens d’ordonner nos observations; trés souvent, et lorsqu’elles
sont employées avec rigueur les analyses factorielles sont largement suffisantes.
Mais on peut vouloir tenir compte d’informations supplémentaires connues a
priori sur les données; ici par exemple nous savons que ces bovins appartien-
aent 4 deux races bien connues: les charolais et les zébus. Nous n’avons pas
encore introduit cette information dans ’analyse, nous I’avons observée « aprés
coup ».

L’analyse discriminante va permettre de P’introduire, mais nous allons étre
obligés de préciser davantage ce que nous souhaitons faire: est il possible 2
’aide des observations faites sur les deux races d’affirmer qu’elles sont distinctes?
On sent poindre outil probabiliste! Il va falloir nous donner une loi de proba-
bilité de chaque race, et établir si les recouvrements éventuels des deux races,
ont une signification.

Plus précisément, on va tenter de séparer le domaine de variation de toutes
nos observations, notre ensemble référentiel, en deux ensembles disjoints, I’un
sera la région des charolais, I"autre celle des zébus. L’analyse discriminante
va permettre de définir une fronti¢re entre les deux ensembles et nous dirons
que d’un coté se trouvent les charolais, de 'autre les zébus. La fagon la plus
simple de trouver la frontiére est de supposer que la distribution 4 lintérieur de
chaque tace est multivariate gaussienne, la frontiere est alors une combinaison
linéaire des variables d’origine.

3.1.2.

Plus précisement, nous devons supposer qu’il existe une variabilité moyenne
4 lintérieur de chaque race, et que les deux races ne diflerent que par la posi-
tion du « centre» des nuages des observations; si nous nous reportons 2 la
figure 7, nous devons nous placer dans les cas représentés par la partie 4): les
populations sont d’autant mieux discriminées que les zones de recouvrement
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des observations sont plus petites. La valeur respective des points moyens a
naturellement son importance, mais ce n’est pas tout: alors qu’a gauche de la
figure 74) les moyennes sont plus proches qu’a droite il sera plus facile néanmoins
de séparer les deux populations. Ceci tient au fait que nous prenons en compte
deux niveanx de variation:

1) 'un entre les populations, défini par les positions des deux points
moyens ;

2) Pautre a Pintérieur des populations défini par le nuage « moyen»
de chacune d’elles.

On peut alors déterminer une fonction linéaire des variables qui représente
la fronti¢re entre les deux populations, elle nous est indiquée a la derniére ligne
du tableau 5:

(11) V() = 19.8 — 0.0105x, — 0.0077x, — 0.13092, — 0.1105, —
— 0.0740x, — 0.0584x,

I7(x) nous permet ensuite de faire un classement des observations (la constante
étant ici choisie pour qu’une valeur négative corresponde 4 une observation
classée comme z€bu). Cette fonction appliquée aux ¢éléments de notre échan-
tillon global permet de classer a posteriori les observations de base, mais son
utilisation sur ces €léments donne une vue optimiste du pouvoir discriminatoire
et en particulier de la probabilité de mauvais classement fournie par la procédure.
Il ne faudrait pas conclure 4 la vue du classement que I7(x) classe 4 coup sir
en charolais ou en zébu car il faut faire intervenir la taille de 1’échantillon, le
nombre de variables mais alors le probléme devient nettement plus complexze.

3.1.3. Rafinements technigues.

Une fois la méthode bien appliquée et bien comprise, il est possible d’en
améliorer I'utilisation grice 4 quelques modalités techniques.

1) On peut ainsi introduire les variables 'une aprés 1’autre, c’est ce qu’on
appelle une méthode de pas 4 pas; on cherche d’abord la variable qui discrimine

au mieux les deux races, dans ce cas c’est x, on obtient ainsi une premiere fonc-
tion discriminante (cf. tableau 6z):

(12) V(%) = 5.1085 — 0.1707x, .

On cherche ensuite une deuxi¢me variable associée 4 la premiére qui fournisse
2 nouveau le meilleur discriminareur

(13) V,(5¢) = 8.5963 — 0.0174x, — 0.15412,
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TABLEAU 6. - Analyse discriminante pas & pas entre charolais et ébu; classement a
posteriori des observations: a) fonction discriminante pas i pas: entre
parenthéses ecart type des coefficients de la fonction discriminante;
b) classement a posteriori des observations a Paide de la fonction
Vi(x) =h 4+ 3 a,x; en se limitant anx deux variables x, et x, .

a) Estimation pas & pas de la fonction discriminante.

1 2 3 4 5 6
Palier b Poids Carcasse Chair Chair Gras Os F Dk
vif lére totale
1 5,1085 —0,1707 59,52 10,41
(221)
_ Ak
2 8,5963 —0,0174 —0,1541 45,26 16,54
(58) (197)
$ok P
3 10,2888 —0,0065 —0,0127 —0,1593 29,66 17,12
(88) 87) 211)
*k
4 13,5293 —0,0109 —0,0073 —0,1204 —0,0516 22,41 18,20
(100) (103) (454) (532)
*x
5 14,1672 —0,0105 —0,0076 —0,1235 —0,0588 —0,0119 17,00 18,30
(104) 107) (486) (633) (527)
*
6 19,7775 —0.0105 —0,0077 —0,1309 —0,1105 —0,0740 —0,0584 13.54 18,69
) (106) (109) (524) (1312) (1474) (1287)
*

b) Classement a ’aide de la fonction discriminante & 2 variables.

No. observation V(x) Py P,
1 —.73 .67 .33 V(x) = fonction discriminante
2 —.29 .59 41 << 0 pour charolais
3 —.23 .55 .45 > 0 pour zébu
4 —.21 .57 43
5 —.12 .52 48 P; (i =1, 2) probabilité
C 6 — .65 .64 .36 d’appartenance a la
7 —.29 .58 42 population 7.
8 —.36 .59 A1
9 —.60 .62 .38
10 — .42 .62 .38
1 — .42 .61 .39
12 — .47 .59 41
13 .31 41 .59
14 15 48 .52
15 .28 45 .55
16 .35 43 .57
17 .34 42 .58
Z 18 .36 .40 .60
19 .59 .34 .66
20 .50 37 .63
21 44 41 .59
22 .63 .36 .64
23 .85 .29 71
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il est bien clair que ce ne sont pas des deux variables les plus discriminantes
isolément (ce serait dans ce cas x, et x,) qui donnent la meilleute fonction discri-
minante 4 deux variables; ceci est di 4 la liaison qui existe entre x, — la meil-
leure variable isolée — et les deux autres pour lesquelles interviennent aussi
bien la valeur absolue du coefficient que son signe (— 0.364 pour x, et x,, et
0.634 pour x, et x,). Nous ne nous étendrons pas davantage sur cette technique
qui peut-étre d’un intérét trés grand pour limiter le nombre global de variables
2 introduire pour discrimiper deux populations (*).

2) On peut aussi analyser d’abord la structure interne de la variabilité en
calculant les axes principaux des nuages de la figure 7, (c’est-3-dire les vecteurs
propzes et les valeurs propres de la matrice § du tableau 5). Ceci a un premier
avantage qui est de bien montrer que I’analyse directe en composantes princi-
pales que nous avons déja vue ne fournit pas les mémes résultats puisque nous
ne nous attaquons pas au méme nuage de points. Le second avantage permet
de bien voir que ce qui définit bien une structure interne n’est pas obligatoitement
ce qui permet de bien discriminer deux populations; 4 gauche]de la figure 74)
ce sera stirement [a deuxiéme composante qui aura un poids plus grand dans la
disctimination, alors qu’a droite ce sera la premitre composante.

Ce résultat se voit numériquement au tableau 5, puisque la fonction discri-
minante en fonction des composantes principales s’écrit:

(14) V(%) = 0.458y, — 0.444y, — 0.586y, — 0.45%, — 0.039y, — 0.191y,

les quatres premieres composantes ont un poids pratiquement égal dans la
discrimination.

3.2. NOTION DE DISTANCE STATISTIQUE.

Nous voyons qu’avec quelques hypothéses supplémentaires (méme variabilité
interne correspondant 4 des distributions gaussiennes) il est possible de tracet
une frontiére entre les deux populations; on peut aussi la «tester»: ce test
tevient 4 se demander si la zone de recouvrement (hachurée sur les graphiques
de la figure 7) est grande par rapport aux zones ol I’on trouve les populations
parfaitement isolées.

Cette zone permet de définir une probab:ltte de manyais classement, ou une quan-
tité qui lui est fonctionnellement liée la distance de Mahalanobis cette distance integre
2 la fois la distance géometrique entre les populations (c’est-d-dire la distance
entte les points moyens) et les corrélations entre les variables. Naturellement

(¥) On peut encore améliorer cette technique e¢n supprimant des variables déja introduites aux
palicts précédents; mais naturcilement ces techniques ne trouvent leus intérét véritable qu’avec un
grand nombre de variables,
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cette distance est la méme qu’elle soit calculée sur les variables de départ ou
sur leurs composantes principales; cette invariance est vraie pout toute transfor-
mation linéaire des variables d’origine.

3.3. CAS OU LES HYPOTHESES NE SONT PAS RESPECTEES. .

Sans entrer dans les détails des analyses qui sont schématisées par les figures 75)
on peut traiter des cas plus généraux et sans nul doute plus proches de la réalité.
Analytiquement les calculs sont plus complexes mais réalisables sur ordinateut:

— on peut trouver une frontiére linéaire, dans le cas de gauche, bien
qu’il ne s’agisse pas de la frontiere qu’on aurait détetminé en faisant I’hypothése
de méme forme des nuages (ANDERsON and BanaDur (1962)),

— on peut trouver une fronti¢re non linéaire dans le cas de droite (Vic-
Tor (1973)).

Nous ne nous étendons pas davantage sur ces analyses, puisque nous ne
faisons ici quun exposé de présentation.

3.4, ANALYSE DISCRIMINANTE A PLUSIEURS POPULATIONS.

Ces résultats peuvent s’étendre au cas ol nous savons qu’il existe plusieurs
populations; tout ce que nous avons vu dans les trois paragraphes précédents
peut étre appliqué. Naturellement les aspects analytiques sont plus compliqués,
mais surtout linterprétation est généralement plus délicate nous verrons une
de ces analyses au paragraphe suivant. Ces analyses, qu’elles soient 4 deux ou
plusieurs populations peuvent trouver un enrichissement profond par une
approche décisionnelle, nous ne nous y attarderons pas ici. L’important réside en
ce que nous avons deux niveaux distincts de variabilité: la premiére résiduelle
traduisant la dispersion indépendante de tout facteur contr6lé et la seconde
entre les moyennes des populations, c’est en utilisant « au mieux » ces deux
niveaux que nous parviendrons 4 la meilleure discrimination.

3.5, 1ANALYSE DES CORRELATIONS CANONIQUES.

3.5.1.

De méme qu’il peut exister une structure en ligne a prioti on peut aussi
imaginer une structure en colonne: les variables peuvent €tre groupées par
exemple en deux ensembles ayant chacun une réalité physique. On peut vouloir
étudier la liaison entre ces deux ensembles: sont ils fortement liés ou au contraire
indépendants? il s’agit, dans I’analyse des corrélations ¢canoniques, de rechercher
deux combinaisons linéaires (une pour chaque ensemble) qui aient le plus
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grand coefficient de corrélation entre elles. Dans notre exemple de bovins nous
allons chercher si entre poids vif et carcasse d’'un coté et les quatre dernitres
variables de l'autre il existe une liaison; nous pourrions songer i appliquer
cette analyse pour tenter de prédire un index de conformation 2 deux mesures
globales de poids.

3.5.2. Corrélations canoniques sur les bovins.

Ici encore on peut passer par une analyse de la structure interne de chaque
ensemble de variables, mais naturellement le. coefficient de corrélation que
nous allons trouver sera le méme qu’il soit calculé sur les composantes prin-
cipales des groupes ou sur les variables des groupes.

Comme la technique revient 4 étudier des liens entre les deux enmsembles,
nous allons écrire la matrice globale des coefficients de corrélation:

R R
15 R:( b
1s) R, R,

R, représente les coefficients de corrélation entre les variables du premier
ensemble, R,, entre celles du deuxiéme, et R,, (ou R,,) eatre celles dex deux
ensembles. Si les valeurs de Ry, étaient toutes nulles, nous conclurions immé-
diatement 4 l'indépendance des deux ensembles. Ici le plus grand des coeffi-
cients est celui entre x, et x, égal a 0.390; la recherche d’un coefficient de cor-
rélation plus important que 0.390 va montrer Pintérét de I’étude des corréla-
tions canonigues. ‘

Nous arrivons ici 2 une valeur de 0.657 donc un gain appréciable (méme
sl n'est pas significatif (*)); si nous regardons quelles sont les combinaisons
linéaires qui interviennent, on a d’apres Ja tablean 7:

1) pour le premier ensemble: — 0.620x, + 0.785x,;
2) pour le second: — 0.575x; + 0.744x, — 0.337x, — 0.045x,;

ce résultat analytique obtenu, il nous faut bien sir I'interpréter, et cette oppo-
sition de variables peut nous suggérer qu’une variation relative de la viande
premiere qualité (x,) et du gras (x;) par rapport 4 la viande totale (x,) est forte-
ment liée 4 une variation relative de la carcasse (x,) par rapport au poids vif (x,).
Nous ne nous attarderons pas ici sur une analyse détaillée, nous tenons simple-
ment 2 montter la puissance d'une méthode ct son potentiel, nous verrons plus
tard comment extraire toute I'information contenue dans ces analyses qui repré-
sentent des ex/ensfons des techniques de regression.

(*) Nous notons ici qu’un test est fondé sur Putilisation du y? qui sera éeudié par ailleurs.
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TABLBAU 7. - Analyse des corrélations sanonigues bovines.

Poids vif (x,)
1.000  Poids caccasse (x,)
691 - 1000 - Viaode 1-2re qualité (x;)

BT .233"} 1.000  Viande totale (x4)
—.058 39 | 895 1000  Gras (x4)
101 —.328 — 861 —.908 1.000 Os (xq)
— 110 —.100 | —.063 —.128 —.263 1.000
A 1.692 0.308 2.779 1.090 120 011 COMPOSANTES
A% 84.60 15.40 69.48 27.25 3.00 .27 PRINCIPALES DE
xy Vi -7t — — —_ — CHAQUE GROUPE
X, VA i — —_ —_ =
Xy —_ _ .57 -1 . —.81 .07
EA —_ — .58 —.16 49 .63
xg —_ —_ —.58 —.22 —.32 72
xg - — .02 96 —.08 .28
51 55 N /23 s M4

COEPFICIENTS DE CORRELATION ENTRE COMPOSANTES PRINCIPALES DES 2 GROUPES.

3 151 —.120 .079 022
& .528 .004 .352 015
CORRELATION CANONIQUE.
a) En fonetion des composantes principales. b z? d.l.
266 964 835 —.043 547 .031 .6517 11.31 NS
964 — .266 041 —.977 —.148 147 120 .28 NS

by En fonction des varichles de depart

—.620 785 —.575 744 —.337 —.045 657 11.31 NS 8
978 21 322 482 768 —.273 120 28 NS

3,6. L’UNITE DES METHODES D’ANALYSE DE MATRICES PARTITIONNEES.

Nous avons volontairement préseaté nos devx types d’analyse de fagon
séparée patce que c’est ainsi qu’elles se présentent physiquement. Il est possible
de fournir une vue synthétque de I'analyse discriminaate et de 'analyse des
corrélations canoniques par Pintroduction pour I'nn des deux ensembles de
variables indicatrices (x; = 1 ou 0 selon que V’observation appartient 4 la popu-
lation définie par x;). Méme plus, on peut montrer que [analyse factorielle des
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correspondances peut se présenter comme un cas particulier de Panalyse des
corrélations canoniques, celul ob les deux ensembles de variables sont chacun
coosititué de variables indicatrices.

Cette méthode identique pour trois aspects que nous avons exposés sépa-
rément, présente un intérét dans la mesure ob chacun des aspects « classiques »
apporte son cortége technique c’est-a-dire son mode d’interprétation:

1) I'analyse discriminante appotte une optique proche de celle de 'analyse
de vanance: un test global (par un F de Snedecor ou un D? de Mahalanobis)
et Jes comparaisons de moyenne, voire un aspect décisionnel;

2) Panalyse des corrélations canoniques apporte une technique d’inter-
prétation voisine de la regression;

3) Ianalyse factorielle des cotrespondances apporte des techniques d’inter-
prétation issues de 'analyse des tables de contingence.

Nous pouvons donc athrmer que la connaissance détaillée de chaque techni-
que fournit un enrichissement global qui peut ensuite étre utilisé pour les autres.
L’aspect synthétique que nous venons de présenter a un intérét essentiellement
didactique pour dooner un peu de hauteur de vue 4 ce qui ne pourrait paraitre
qu’un ensemble disparate de techniques, voire dans le pire des cas de « recettes »
d’analyse et d’interprétation.

4. DEUXIEME EXEMPLE: DE L’ANALYSE AUX HYPOTHESES
NOUVELLES.

4,1. POUR UNE ANALYSE DYNAMIQUE.

Nous avons vu lesprit général sous jacent 4 I'ensemble des méthodes de
I'analyse des données mulddimensionnelles; nous allons maintenant, sur un
nouvel exemple agronomique, montrer comment on peut a partir d’hypothéses
de départ élémentaires, faire une premitre analyse, puis 4 partir des résultats
obtenus tenter d’aller plus loin dans la connaissance des phénomeénes profonds.

4.2. LES DONNEES.

11 s’agit d’analyser des données permettant de comparer quatre types paren-
taux de pommiers 2 I’aide de six variables (*); ces types sont respectivement:

Delicious Spur (DS);
Delicious normal (DN);
Golden Spur (GS);
Golden Normal (GN);

(*) Ces doanées fournies par Monsieur DecourTye de la Station d’Arboriculture d’Angers font
partie d’'ua ensemble plus viste dont nous avons extrait ce qui tustre plus précisement notre présen-
tation générale.
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et les variables:

x, nombre d’inflorescences sur bois de deux ans;
x, longueur du bois de deux ans;

xg diametre du bois de deux ans;

x, nombre d’inflorescences sur bois de un an;

x5 longueur du bois de un an;

x, diameétre du bois de un an.

8

Les données de base et les premiéres statistiques élémentaires sont fournies
au tableau 8.

4.3. CHOIX D’UNE METHODE.

Nous nous trouvons devant des données qui manifestement demandent 4
étre traitées par une analyse discriminante A plusieurs populations (*) ou analyse
factorielle discriminante. Nous avons déja évoqué en 3.4 cette méthode, nous
allons ici en dégager le principe. Les personnes habituées 4 ’analyse de variance,
verront trés rapidement qu’il s’agit d’une extension. En analyse de variance,
on dispose de deux niveaux différents de variabilité:

1) 'un da 2 la variabilité « naturelle » 4 P’intérieur de chaque population;
cette variabilité est caractérisée par une variance résiduelle (on dit aussi variance
d’erreur);

2) Pautre est dG a4 la variabilit¢é que ’on attribue aux différences entre
populations.

Tout consiste 4 savoir si compte tenu de la premiére, la seconde est suffisam-
ment grande pour étre jugée « significative ». Si nous retournons a la figure 7,
ceci revient 2 se demander si la zone de recouvrement des points appartenant 4
des populations différentes est suffisamment faible.

Le test qui en découle est un test /7 de Fischer-Snedecor. Dans le cas ou
nous disposons de plusieuts variables x;, on va chercher une combinaison linéaire
de ces variables de départ telle que le rapport des deux variabilités soit maximum.
On a la combinaison linéaire

(16) g =a1xy+ o+ agx,

(*) On retrouve sous des noms différents des techniques assez voisines: analyse discriminante,
analyse de dispersion, MaNova (Multivariate Analysis of Vatriance), analyse des variables canoniques;
depuis peu le terme analyse factorielle discriminante est utilisé, C’est celui que nous emploierons désormais.
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TaBLEAU 8. - Ethde de 4 types parentausx de pommiers données (a) et statistigues
élémentaires (b et ¢).

ldentification

Xy g Xy x4 x5 Xg
6 485 10.0 0 335 6.5 DS 1 1
15 380 7.5 0 175 4.5 1 2
14 435 10.0 4 405 6.5 1 3
0 505 11.5 0 555 7.5 1 4
2 495 9.0 0 375 5.5 1 5
0 400 9.5 0 420 6.0 1 6
0 375 8.5 0 345 6.0 1 7
0 310 7.5 0 210 4.5 1 8
3 290 6.0 2 425 5.0 GN 2 1
2 260 8.0 3 655 6.5 2 2
5 445 10.0 15 720 8.5 2 3
9 555 9.5 14 640 7.0 2 4
1 280 6.5 3 425 5.5 2 5
9 555 9.0 13 640 6.5 2 6
1 340 7.0 2 430 5.0 2 7
10 505 8.0 1 335 4.5 2 8
4 515 8.5 0 410 5.0 DN 3 1
7 530 10.5 2 410 6.0 3 2
7 465 7.5 2 365 5.0 3 3
3 350 9.0 2 415 5.5 3 4
5 430 7.0 5 290 4.5 3 5
2 435 8.5 2 370 5.5 3 6
7 530 10.5 2 415 5.5 3 7
5 435 7.0 5 290 4.5 3 8
3 140 9.0 12 480 7.5 GS 4 1
2 190 6.5 1 140 5.0 4 2
10 330 9.5 1 240 5.5 4 3
2 230 10.5 12 610 8.5 4 4
3 145 10.5 17 555 8.0 4 5
2 225 10.0 12 615 8.0 4 6
5 285 9,0 1 115 55 4 7
4 285 9.0 1 210 5.5 4 8
a) Les données de base.
Moyennes DS 4.6 4231 9.19 0.5 352.5 5.88
GN 5.0 403.8 8.00 6.6 533.8 6.06
DN 5.0 461.3 8.56 2.5 370.6 5.19
GS 39 228.8 9.26 71 370.6 6.69
Moyenne generale 4.6 379.2 8.75 4.2 406.9 5.95
Ecart type residuel 4.1 85.4 1.37 4.7 1453 1.13
F(3,28) A3 11.67 1.47 3.74 2.74 2.37
b) Les statistigues univariales.
W, B,
1.00 1.00
47  1.00 .93 1.00
.14 .54 1.00 —.78 — .49 1.00
.10 .10 48 1.00 —.38 -6 —29 100
—.19 .08 72 74 1.00 45 12 —.87 57 1.00
—.13 15 .79 .75 94 1.00 —81 91 .36 .67 .67 1.00

¢) Matrices de correlation inirapopulations (W) el interpopulations (B,).
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et il s’agit de déterminer les coefficients «,; on voit qu’on a un probléme trés voi-
sin de celui que nous avons analysé en 2.3.

On démontre que g est le vecteur propre associé 4 la plus grande valeur
de W-1B ou:

— W est la matrice de variances et covariances intrapopulations; celle
dont la traduction géométrique est le nuage « moyen » des points d’une population
qui est représenté 4 la figure 84) dans deux positions différentes.

— B est la matrice de variances et covariances interpopulations; géomé-
triquement elle fait intervenir les seuls points moyens des populations avec un
poids proportionnel au nombre d’observations de chacune d’elle (*).

On va trouver un nombre de vecteurs propres égal au plus petit des deux
nombres p et £ — 1 oti:

p = nombre de variables,

& = nombre de populations.

Ici avec p = 6 et £ =4, on trouvera trois vecteurs propres; ce seront les
trois axes factoriels discriminants qui ont, comme en analyse en composantes
principales, la propriété d’étre non corrélés entre eux. On peut méme faire
un test qui est indiqué sur les tableau 9 mais dont nous ne donnerons ici aucune
justification théorique.

4.4. LES PREMIERS RESULTATS ET LES IDEES NOUVELLES QUI SONT SUGGEREES.

Dans les analyses 4 une variable il fallait que le 4 3 et 28 degrés de liberté
soit supérieur 4 2.95 (seuil 5%,) ou a 4.57 (seuil 19,) pour que nous concluons
4 la signification d’une variable. Seules étaient significatives la longueur des
bois 4 deux ans (x,) au seuil 19, et le nombre d’inflorescences 4 un an (x,) au
seuil: 5%; d’apres le tableau 94) nous pouvons dire qu’il existe deux facteurs
discriminants significatifs, dont 'un, le premier, trés fortement. Examinons-
-le, on peut écrire:

a7 21 = — 0.1x; — 1.0x, + 1.3, + 0.5x, — 2.4, + 1.2x, .
Il est bien clair que le nombre d’inflorescences tant 4 deux ans qu’i un an n’ont
pas un grand poids dans ce facteur; par contre, apparaissent bien nettement

xg — Xg €t Xy — Xx;. Bt ce facteur isole bien GS et GN qui apparaissent op-
posés: ceci est bien net car GS a toujours des valeurs de diamétre élevées pour

(™) Nous avons conservé la notation anglaise W comme Within et B comme Between.
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TABLEAU 9. - Analyse factorielle discriminante sur données de base pommiers.

Variables canoniques 21 L) <
valeur propre 67.917 9.006 3.817

a 81.43%* 26.48%x 8.92NS
d.l. 18 10 4
Xy — .11 .40 .56
Xy —1.01 —.54 .33
g 1.29 —.60 —1.69
xy A6 48 —1.54
X —2.42 .79 — .29
Xg 1.17 —.19 311

TABLEAU 9a. - Analyse factorielle discriminante. Valeurs propees de W 1B, approximation par un % et
degrés de liberté. Coefficiente des variables de départ pour les trois axes {factoriels
discriminants (variables canoniques)

Variables canoniques

Populations 2 2 <3
DS .36 —1.13 73
GN —2.77 1.13 32
DN —1.51 — .65 — .88
GS 3.92 .65 —.17

TABLEAU 9b. - Analyse factorielle discriminanie. Coordonnées des quatre populations sur les trois
NOUVEAUX axes.

DS 0.0

GN 15.02 0.0

DN 6.28 6.17 0.0

GS 16.67 45.28 31.66 0.0

TABLEAU 9¢. - Distances de Mabalanobis entre les 4 populations.

ce qui nous fait donc penser 4 un factenr de forme des bois 'un étant trapu (GS)
lautre plus fin (GN). ‘

Aprés une premiere analyse de ce type on sent donc que s’il était possible
“de faire intervenir le rapport des variables diametre/longueur on aurait siirement
un facteur interessant.

De méme, un coup d’oeil sur les valeurs des inflorescences nous permet de
vérifier que les distributions sont trés dissymétriques. Ce résultat est classique
avec des données provenant de comptage; généralement on conseille de #rans-
Jormer ces variables en prenant les racines carrées; comme les rapports ne sont
pas faciles 2 manipuler directement on peut aussi prendre les logarithmes et
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ses différentes hauteurs, faire la différence des logarithmes des hauteurs et des
diametres ; ce passage aux logarithmes est d’ailleurs classique lui aussi pour toutes
les données correspondant a des mensurations. Tout ceci nous conduit 2 une
seconde analyse.

4.5. DEUXIEME ANALYSE,

Nous allons donc faire une analyse factorielle discriminante sur les six nou-
velles variables:

M=V M=vVE
(18) x, = Ln(xg/x,) xt’s = Lin (o))
§=Lngy) = Lage

nous avons conservé xy et x, dans la mesure ol le rapport seul ne résume pas
toute I'information des deux variables isolées. Il est déja bien clair que xy et xj
sont trés significatives, il en est d’ailleurs de méme pour x, comme on peut
le voir au tableau 10.

TasLeau 10. - Analyse factorielle discriminante sur les données pommiers transformées.

Variables transformées A Y Vs Ja s Js
Moyennes DS 1.43 —3.83 2.21 25 —4.05 1.76
GN 2.07 —3.89 2.06 2.31 —4.46 1.78

DN 2.19 —3.99 2.14 1.44 —4.26 1.64

GS 1.89 —-3.18 2.22 2.31 —3.85 1.88

Moyenne générale 1.90 —3.72 2.16 1.58 —4.16 1.77
Ecart type résiduel 1.04 23 16 1.05 .28 18
F(3,28) .82 21.33 1.51 6.87 7.43 2.27

*k *kK ok

TABLEAU 10a, - Statistiques univariales sur donnbes transformées.

W, B,
1.00 1.00
—.38 1.00 — .18 1.00
16 21 1.00 — .66 .61 1.00
.18 42 43 1.00 71 42 — .44 1.00
—.10 .52 .80 -—.55 1.00 — .51 .81 .96 —.16 1.00
18 .42 43 .69 —.55 1.00 -—.32 .86 .35 43 .54 1.00

Tanreav 106, - Matrices de correlation intrapopulations (W,) et imterpopulations (B,) sur les données trans-
Sormées.
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I’analyse factorielle discriminante résumée au tableau 11 confirme naturel-
lement notre premiére idée, puisque le nouvel axe discriminant g, est fonction
presqu’uniquement de ces deux variables de forme 4 un an et 4 deux ans: GS
et 4 un moindre degré DS sont plus trapus que GN et DN (*).

TasLeau 11..- Analyse factorielle discriminante sur données pommicers transformées.

Variables canoniques 2 2 %

valeurs proptes 62.83 11.36 5.18
% 85.35 ** 32.17 ** 11,48 *
d.l. 18 10 4
»" .03 — .18 44
Y 1.07 — .19 — .19
s 46 47 —1.80
N . .04 —1.06 — .93
s 1.09 14 .06
e —.05 Al 2.64

“TABLEAU 11a. -~ Analyse factorielle discriminante. Valeurs propres de W-1B, approximation par un x?
et degrés de liberté. Coefficients des variables transformées sur les trois axes factoriels
discriminants (vatriables canoniques).

Variables canoniques

Populations LA 2 s
DS .01 1.69 .39
GN —2.24 —1.0 .76
DN —1.7 — .08 —1.10
GS 3,95 — .61 — .04

TaBLEAU 115, - Analyse factorisllediscriminante. Coordonnées des quatre populations sur les trois nou-

veaux axes.
DS 0.0
GN 12,51 0.0
DN 8,27 4.62 0.0
GS 21.03 39.20 33.38 0.0

TaBLEAU 11¢. - Distances de Mabalanobis entre les 4 populations.

(*) La valeur du logarithme du rapport étant négative, les valeurs moyennes des populations
sont grandes pour GS et DS que pour GN et DN.

7
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Le deuxiéme facteur donne le poids le plus important 4 x; et isole indépen-
damment du premier

DS(x, =025) et GN(x,=231).

quant au troisiéme il fait intetvenir xy(— 1.80) et x;(2.64) c’est-a-dire une diffé-
rence de croissance en diametre entre un an et deux ans, et sépare sur ce nou-
veau critére GN et DN. Pour ce dernier il faut bien remarquer que les diame-
tres intervenaient déja dans la forme traduite par le premier, et qu’ils apparais-
sent ici sous un aspect différent.

4.6, . UN PROBLEME NOUVEAU: LE CLASSEMENT,

Nous n’avons pas encote évoqué le probleme du classement (qu’il ne faut
pas confondre avec celui de la classification); il découle assez naturellement de
I’analyse factorielle discriminante. Ayant, par cette derniere, disctiminé des
groupes, peut-on sur un nouvel échantillon déterminé par les mémes variables
le rattacher 4 Iun des groupes préalablement défini? On congoit que cette
opération est réalisée sans peine en calculant la position de cet échantillon dans
Pespace factoriel discriminant ou en calculant sa distance aux groupes déji
définis et en Paffectant 2 'un d’entre eux en s’imposant une régle de décision;
par exemple 'affecter au groupe dont il est le plus proche.

Naturellement sous réserve d’hypothéses supplémentaires on peut méme
donner une probabilité d’appartenance 4 chacun des groupes initiaux.

4,7. EN GUISE DE CONCLUSION.

Naturellement nous n’avons fait qu’une esquisse des possibilités d’une série
de méthodes. Il est bien évident que nous avons passé sous silence un nombre
important de problémes qu’il va falloir aborder par la suite: le respect des hypo-
théses, les modeles sous-jacents a chaque méthode, les limites d’utilisation.

Nous avons voulu montrer ici le potentiel de ces méthodes et faire compren-
dre leur portée. L’apparente simplicité de leur utilisation ne doit pas nous masquer
les difficultés; le risque le plus grand réside a notre sens dans I'utilisation incon-
sidérée d’un ordinateur: en effet, ces méthodes pour étre appliquées imposent
I’utilisation d’un otrdinateur.

On a donc quelquefois tendance 4 oublier les données, c’est-a-dire qu’on
ne trace plus d’histogrammes univariantes, qu’on n’étudie plus les distributions
4 Pintérieur des populations. On tisque donc, par patesse, de redécouvrir par
ordinateur ce qui était évident 4 Ioeil; sans nous attarder sur ce domaine qui
déborde largement celui de ’analyse multidimensionnelle nous pouvons conclure
en disant une fois encore que I'usage de Pordinateur ne doit pas empécher de
penser et de réfléchir. ' '
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